27. Kursusgang: Differentialligninger 1

Vi har tidligere studeret bade ligninger og differentialkvotienter. Det nzeste vi gerne vil
betragte er ligninger der indeholder differentialkvotienter, ogsa kaldet differentiallig-
ninger. [ modsatning til en almindelig ligning, hvor den ubekendte er et tal, er den
ubekendte i en differentialligning en funktion. Det betyder, at vi gerne vil bestemme
alle de funktioner, vi kan indsatte pa den ubekendtes plads i en differentialligning, sa
den er sand.

Eksempler pa differentialligninger er

(0)=f(x), y()=5 fx)+x=3 y'(x)=x"

Hyvis vi far givet en funktion f og en differentialligning, sd er den nemmeste made
at tjekke om f er en losning ved at “gore prove”. At gore prove betyder, at vi indsatter
f idifferentialligningen og ser om den opfylder, at venstresiden er lig med hejresiden.
Hvis en funktion f leser differentialligningen, sa kaldes f for en partikuler lesning til
differentialligningen.

Eksempler:

d
1. Visat f(x x +9 er en losning til dlfferentlalhgnmgen — f = x%

Vi ser, at f ikke indgar i vores differentiallignings hQ)]re51de, hvilket betyder vi
kun behover at betragte venstresiden. Vi udregner derfor venstresiden

d d (1 1
I (x)= dx( x3+9)_§-3x2:x2.
Da béde venstresiden og hejresiden af vores ligning er lig x2, s& er f(x) = %xs +9
en partikuleer losning til differentialligningen.
2. Visat f(x) = 2+5¢~3* er en losning til differentialligningen y’ — 6 = —3y:
Vi tjekker forst hvad venstresiden giver
d
v —6=f'(x)—6= —(2+ 5¢73)—6=5-(-3)e > —6=-15¢"*—6.
X
Dernaest udregner vi hejresiden
3y =-3f(x) = -3(2+5e7%) = -6 - 15"
Vi ser nu at bdde hejre og venstre siden er lig med —6 — 15¢73%, hvilket betyder at

f(x) =2+5e73* er en partikuler lesning til vores differentialligning.

d
Fuldstaendige lesning: Hvis vi igen betragter differentialligningen ﬁf(x) = x% 54 ser

vi at funktionen f(x) = %x3 +1 ogsa er en losning da

% ()= ddx(1 3+1) <



Det betyder, at der er mere end en losning til differentialligningen 4 f(x) = x?, faktisk

er der uendeligt mange, da vi kan sendre konstanten, der er lagt til. Det naeste vi vil
studere, er de fuldstendige losninger, som er en made at finde alle de mulige lesninger
til en given differentialligning.

Hvis vi har en differentialligning pa formen

f/(X) =k,

hvor k € R, sd kan vi finde den fuldsteendige losning ved at integrere begge sider

jf’(x)dxszdx@f(x)+cl =kx+c,

< f(x)=kx+(c2—c1)
S f(x) =kx+ec.

Ved at gore prove ser vi, at venstresiden er

F= (ks o) =k

hvilket viser, at venstresiden er lig med hejresiden. Det betyder, at samtlige losninger
til differentialligningen f’(x) = k er pa formen f(x) = kx +c.

Tabel over differentialligninger og deres fuldstendige lesninger: Tabel [1| inde-
holder en liste over de mest almindelige differentialligninger og deres fuldsteendige
losninger (nogle af dem kommer I selv til at vise i opgaveregningen).

Differentialligning Fuldstendig lesning
fix)=k f(x)=kx+c

f'(x) = h(x) f(x)= jh(x) dx
f'(x)=kf(x) £(x) = cekx
fx)+af(x)="b flx)=2+ce™

Tabel 1: Udvalgte fuldsteendige losninger.

Eksempler:
1. Bestem den fuldstendige losning til differentialligningen f’(x) = x*:

Vi ser, at det er en differentialligning pa formen f’(x) = h(x), hvor h(x) = x>. Ved
at bruge Tabel 1}, ser vi at den fuldsteendige losning er givet ved

f(x)= Jh(x) dx = fx2 dx = %x3 +c.

2. Bestem den fuldstendige losning til differentialligningen f’(x)—3f(x) = 5:

Vi ser, at det er en differentialligning pa formen f’(x)+af(x) =b med b =5 og
a = —3. Ved at benytte Tabel |1|ser vi, at den fuldstendige losning er givet ved

5 5
— Z e —(=3)x -4 3x'
f(x) P ce =3 ce 3 ce



