23. Kursusgang: Ubestemte integraler 2

Sidste gang betragtede vi, hvordan stamfunktionen bestemmes til to funktioner lagt
sammen eller en konstant gange en funktion. Denne gang vil vi studere, hvordan en
stamfunktion kan findes af to funktioner ganget sammen.

Regneregel: Huvis f er en differentiabel funktion, og g er en kontinuert funktion, sa
er integralet af deres produkt givet ved

L [ fgo dx = 060 - [ FG00) .

Denne regel kaldes ofte for delvis integration. Bemark, at hvis vi har et produkt af to
funktioner ganget sammen, sa bliver det ofte meget nemmere, hvis vi teenker os lidt
om, for vi veelger hvilken funktion, der kaldes f og hvilken der kaldes g.

Eksempler:

1. Brug delvis integration en gang til at finde stamfunktionen til #(x) = xsinx, ved
forst at saette g(x) = x og f(x) = sinx og dernzest f(x) = x og g(x) = sinx:

Vi starter med at satte g(x) = x og f(x) = sinx. Sa har vi, at f’(x) = cosx og
G(x) = %xz. Ved delvis integration far vi

1 1
stinx dx = sin(x)zx2 - jcos(x)zxz dx

1 1
= Exz sinx — J Exz cosx dx.

Hvis vi i stedet saetter f(x) = x og g(x) = sinx, sa har vi, at f'(x) = 1 og G(x) =
—cos x. Indsaetter vi dette i regneregel 1. far vi

fxsinx dx = x(—cosx)—fl -(—cosx) dx

= —xcosx+Jcosx dx

= —XCOSX+sinx +c.

Det viser, at valget af f og g, har betydning for, hvor pant vores resultat bliver.

2. Bestem stamfunktionen til h(x) = x%e*:

Vi vaelger f(x) = x? og g(x) = e*. S& har vi at f’(x) = 2x og G(x) = e*. Indszetter vi
dette i regneregel 1. far vi at

J-xzex dx = x%e* — J- 2xe* dx

= x%e¥ - ZJxex dx.



Det ser ikke videre peent ud, men hvis vi ser, at det nye integral ogsa bestar af
to funktioner ganget sammen. Derfor kan vi bruge delvis integration endnu en
gang. Lad f(x) =x og g(x) =e*,saer f'(x) =1 og G(x) = e og vi far

Jxexdx:xex—Jl-exdx
:xex—jexdx

=xe¥—e‘+ec.

Indseetter vi nu det i den forrige udregning, fas at

szex dx = x2e¥ = 2(xe* —e* +¢) = x%e* — 2xe* + 2e" +c.

. Bestem stamfunktionen til h(x) = 2*e*:

Vi lader f(x) = 2* og g(x) = €*. Sa har vi at f’(x) = 2*In 2 og G(x) = ¢*. Indseetter
vi dette i regneregel 1. far vi

J-erx dx =2%" - J- 2%In(2)e* dx
=2%*-1In2 J 2%e* dx.
Vi ser, at integralet pa begge sider er det samme, sd hvis vi leegger In 2 J 2% dx
til pa begge sider fas
J2Xex dx+1n2 J 2%e* dx = 2%e* —1n(2) f 2%e* dx +1In(2) J 2%e* dx

og ved at reducere det far vi

1
(1+In2) | 2*e*dx=2"" o | 2*e* dx = —————2%¢".
1+In(2)
1
Dermed har vi at stamfunktionen til h(x) = 2*e* er givet ved ————2%¢".

1+1In(2)



