26. Kursusgang: Bestemte integraler 2

Vi har tidligere betragtet delvis integration og integration ved substitution for ubestem-
te integraler. Vi vil nu indfere disse teknikker for bestemte integraler.

Regneregel: Hvis f er en differentiabel funktion, og g er en kontinuert funktion, sa
er det bestemte integral af deres produkt i intervallet [4, b] givet ved

b b
L[ fgt dx=[FG@IE - | (G dx.

Husk, at det ofte er en fordel, hvis du tenker dig lidt om, fer du velger, hvilken
funktion du tager som f, og hvilken du tager som g.

Eksempler:

1. Bestem integralet af funktionen h(x) = xsin(x) i intervallet [0, T ]:

Hvis vi veelger f(x) = x og g(x) = sin(x), sa har vi at f’(x) = 1 og G(x) = —cos(x).
Indseetter vi dette i regneregel 1. fas

J2 xsinx dx = [x(—cosx)]g —J‘2 1(—cosx) dx
0

0

2
+J cosx dx
0

s T
= [-xcosx]; + [sinx];

IR

:—%cosg—(—0-cosO)+sin%—sinO
T

=——-0-0+1-0
2

=1.

Integration ved substitution: Integration ved substitution for bestemte integraler
minder meget om integration ved substitution for ubestemte integraler. Den eneste
forskel er, at nar vi substituerer den indre funktion, skal vi huske at eendre greenserne
tilsvarende.

Hvis vi har en funktion h, som er givet som et produkt af to funktioner pa formen

sa er det bestemte integral i intervallet [a, b] af h givet ved

b b
f hix) dx =f f(g(0)g (x) dx. (1)

Hvis vi nu substituerer u = g(x) og differentierer i forhold til x, fas

du 1

o8 (x) e g’(x)du =dx.




Vi indsetter nu dette i (1)), hvilket giver

b b g(b) 1 8(b)
h(x)dx = "(x)dx = ’ du = du.
[, o= [ ssngar= [ Cstigggans | Cran

Bemzerk, at ndr vi substituerer er vi nedt til at eendre vores greenser. Vi kan nu integrere
f iforhold til # uden at substituere tilbage igen

b g(b)
|y ax - j( ) du = FOI) = Flgto) ~Figta))
a g(a

En anden mdde at bestemme det bestemte integral af 1 er ved forst at finde stamfunk-
tionen til & og dernzest bruge at

b
j h(x) dx = H(b) — H(a).
Vi finder nu stamfunktionen til & ved substitution

H(x)= | h(x)dx

J

&
OQ\
=

Dermed har vi, at det bestemte integral af / i intervallet [a, b] er givet ved
b
f h(x) dx = H(b) - H(a) = F(g(b)) - F(g(a)).
a

Eksempler:

1. Udregn det bestemte integral i intervallet x € [0, 2] af funktionen h(x) = 5xter:

Vi udregner det bestemte integral

2 2
J h(x) dx = f 5x%e” dx, (2)
0 0

5

ved at bruge de to ovenstdende metoder. Vi lader f(u) = e* og u = g(x) = x, sd

har vi at h(x) = f(g(x))g’(x).
Hvis vi nu saetter u = g(x) = x° og differentierer i forhold til x, far vi

du 4 1
aZSX (:)@du:dx.



Vi indsetter nu dette i (2), hvilket giver

2 2 s 2(2) 1 25 32
J h(x) dx:J 5xte” dx:J 5x4€”—4 duzj e" du:J e du.
0 0 2(0) Sx 05 0

Ved at integrere fas

2 32
J h(x) dx:j e du=[e"]3? =e% - 1.
0 0

I den anden metode, finder vi forst stamfunktionen til h

H(x) = jh(x) dx = J‘5x4€’c5 dx = j5x4e”$ du = Je“ du = et = exs,
X

og dernzst finder vi det bestemte integral udfra

2
f h(x)dx =H(b)—-H(a) =e? — 0 =321,
0



