11. Kursusgang: Funktioner 5 (trigonometriske funktio-
ner)

Vi er nu kommet til at studere trigonometriske funktioner som sinus, cosinus og
tangens. For at gore dette vil vi starte med at betragte vinkler. Vinkler males i enten
radianer eller grader. I dette kursus vil vi oftest benytte radianer, som er et mal for
hvor langt, der gas pa enhedscirklen. Vi har felgende sammenhzeng mellem grader og
radianer
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hvor 6 er vinklen i grader og s er bueleengden pa enhedscirklen.

Eksempler:

1. Omskriv s = 2 radianer til grader:

Vi har
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2. Omskriv 6 = 280° til radianer:
Vi har
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For at kunne definere de trigonometriske funktioner vil vi betragte enhedscirklen (se
Figur (1)), som er en cirkel med radius 1 og centrum i origo, som er punktet (0, 0).

Hvis vi starter i punktet (1,0) pa enhedscirklen og beveeger os med en vinkel & mod
uret (se Figur (1) sa nar vi til et punkt pa enhedscirklen som vi kalder P. Hvis P har
koordinaterne (x,y), sd definerer vi cos(6) = x og sin(6) = y. Hvis vi gar imod urets
retning i enhedscirklen, vil vi kalde det for den positive omlebsretning, og hvis vi gar i
urets retning, vil vi kalde det for den negative omlebsretning.

Bemeerk, at enhedscirklen er 27mt-periodisk. Det betyder, at hvis vi gar en vinkel
pa 0 mod uret og far et punkt P, sa vil vi fa det samme punkt hvis vi gar vinklen
0 + 21, da bueleengden pa enhedscirklen er 27t. Det medferer ogsa at sinus og cosinus
er 2m-periodiske funktioner, hvilket betyder at

sin(0) = sin(O + 27tk) og cos(0) = cos(0 + 271tk),

hvor k er et heltal.

Hvis vi betragter Figur [2]ser vi, at hvis vi spejler et punkt (x,v), pa enhedscirklen,
omkring x-aksen far vi punktet (x,—y) pa enhedscirklen. Da det at spejle et punkt
omkring x-aksen er det samme som at ga vinklen i den negative omlebsretning, fas at

sin(—6) = —sin(0) og cos(—6) = cos(0).
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Figur 1: Sinus og cosinus i enhedscirklen.

Pa tilsvarende vis ses, at hvis vi spejler punktet (x,y) i y-aksen, fds punktet (-x,y). Da
det at spejle i y-aksen, er det samme som at ga vinklen 7w — 6 i positiv omlebsretning
fas, at

sin(7t — 0) = sin(0) og cos(rt —60) = —cos(0).
Vi definerer nu tangens ud fra sinus og cosinus, ved

sin(60)
cos(0)’

tan0 =

ndr 0 # 7 + 7k, hvor k er et heltal. Tangens kan ogsa bestemmes ud fra enhedscirklen
(se Figur [3). Vi tegner en tangentlinje der skeerer cirklen i punktet (1,0). Hvis vi gér en
vinkel 6 i enhedscirklen og sa forleenger linjen indtil den skarer vores tangent, sa er
tan(0) preecis y-koordinaten i skeeringspunktet P.
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Figur 2: Symmetrien i enhedscirklen. Figur 3: Tangens i enhedscirklen.

Trigonometriske identiteter Vi opsummerer her en liste over de trigonometriske
identiteter, vi har vist plus nogle flere som vil vere brugbare i opgaveregningen:



1. cos(6 + 271tk) = cos(0), nar k er et heltal.

2. sin(0 + 21tk) = sin(6), nar k er et heltal.

3. sin(—0) = —sin(O).

4. cos(—0) = cos(0).

5. sin(m + 0) = F¥sin(H).

6. cos(rt+0)=—cos(0).

7. tan(m £ 0) = £tan(0).

8. cos?(0) +sin?(0) = 1 (Grundrelationen).

9. sin(0 + ¢) = sin(0)cos(¢p) = cos(O)sin(¢) (Sumformlen for sinus).
10. cos(0 + ¢) = cos(0)cos(¢) F sin(0)sin(¢) (Sumformlen for cosinus).
11. cos(20) = cos?(0) —sin?(0) = 2cos?(8) — 1 = 1 — 2sin?(O).

12. sin(26) = 2sin(0)cos(O).

Derudover giver vi en liste over vaerdierne for nogle udvalgte vinkler. Vi betragter her
kun vinkler i forste kvadrant, da vi kan finde verdier for de andre kvadranter ved at
benytte de ovenstaende formler.
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Tabel 1: Verdier for udvalgte vinkler

Eksempler:

1. Beregn verdien cos(%"):

Ved at bruge den trigonometriske identitet nummer 6. far vi at

3
cos(Tn) :cos(n+ %) = —cos(%) =-0=0.



2. Beregn sin(9m):

Ved at bruge den trigonometriske identitet nummer 2. fas at

sin(97) = sin(7 + 87) = sin(7t + 2 - 4 - 1) = sin(7) = 0.

3. Vis at den trigonometriske identitet nummer 5. geelder for plus, ved at bruge
sumformlen for sinus:

Vi saetter ¢ = 7t i sumformlen for sinus og far
sin(0 + 1) = sin(0) cos(7t) + cos(O) sin(7).

Vi ser pa enhedscirklen, at cos(rt) = —1 og sin(nt) = 0. Indseetter vi det i den
ovenstaende ligning fas at

sin(6 + 7t) =sin@ - (—1) + cos(0) - 0 = —sin(0).



