6. Kursusgang: Andengradsligninger og ligninger med 2
ubekendte

Indtil videre har vi for det meste kun betragtet forstegradsligninger, som er ligninger

pa formen ax +b = 0, hvor a kan veere et hvilket som helst tal med undtagelse af 0 og

b kan vere alle tal. Det neeste vi skal undersoge er andengradsligninger, som er pa

formen ax? + bx + ¢ = 0, hvor a kan vere alle tal bortset fra 0, og b, c kan vere alle tal.
Vi finder losningerne til en andengradsligning ud fra formlen

b+ Vb2-dac  -b+Vd
B 2a 22
hvor a,b,c er de samme tal som indgar i den andengradsligning vi er ved at lgse og
d = b®> — 4ac kaldes diskriminanten. Losningerne til en andengradsligning kaldes ofte
for rodderne af andengradsligningen.

Vi ser forst pa antallet af losninger til en andengradsligning:

X

1. Hvis d > 0 sd har andengradsligningen preecis 2 losninger, givet ved

B b+ Vb? - 4ac —b—-Vb? - 4ac

1= 2a 8 X2 = 2a

2. Hvis d = 0 sd har andengradsligningen pracis 1 losning, givet ved
-b

X=—.

2a

3. Hvis d < 0 sd har andengradsligningen ingen reelle losninger (I modsetning til
hvad mange far at vide i gymnasiet, sa har den stadig lesninger, men dem vil I
komme til at se i kurset Calculus, og vi vil ikke komme mere ind pa dem her).

Eksempler:
1. Los andengradsligningen x? + 5x + 4 = 0:
Viserata=1,b=>5o0gc=4. Dernast udregner vi diskriminanten
d=b"-4ac=5"-4-1-4=25-16=9.
Indseetter vi nu i lesningsformlen, fds

_—bxVd_-5xV9 523 _{—1

2¢ 21 2 -4

2. Los andengradsligningen x? —3x + 10 = 8:
For vi kan bruge lesningsformlen, skal vi have hejresiden til at vaere lig nul
x*-3x+10=8 x> -3x+2=0.
Viserata=1,b=-3ogc=2, hvilket medferer at
d=b>—4ac=(-3)>-4-1-2=9-8=1.
Det giver os rodderne

_-beVd _ (=3)+V1_3+1 :{2

X = =
2a 2.1 2 1




Specialtilfaelde: Hvis vi har nogle bestemte andengradsligninger, sa kan vi simplifi-
cere den generelle losning.

1. Hvis b = 0, 54 har vi andengradsligningen ax? + ¢ = 0. Denne ligning kan vi lase
uden lesningsformlen:

—C —C
ax’+c=0oxl=—ox=+ —,
a a

givet at fortegnet pd a og c er forskellige.

2. Hvis ¢ = 0, har vi andengradsligningen ax? + bx = 0 og ved at sztte x udenfor en
parentes, fas

ax? +bx =0 o x(ax+b) = 0.

Nulreglen giver sd, at redderne er

-b
X1 = 0 og Xy = 7

Faktorisering: Hvis vi har en andengradsligning ax? + bx + ¢ = 0, sd kan venstresiden
omskrives til

ax®+bx+c=a(x—r))(x—r,),

hvor r; og r, er rodder til den givne andengradsligning. Dette kaldes at faktorisere
sin andengradsligning. Det viser ogsd, at enhver andengradsligning er entydigt be-
stemt ud fra a samt sine rodder, da vi, safremt vi kender disse, kan genskabe den
andengradsligning de kommer fra.

Eksempel:

2x2+2x—4

1. Reducer udtrykket

Forst finder vi redderne i andengradsligningen 2x? + 2x — 4 = 0. Vi har at
d =b>—4ac=2%—-4-2-(-4) = 36, hvilket medferer at vi har redderne

_—b+Vd 216 _{1

X

2a 4 -2
Det betyder, at vi kan faktorisere pa folgende made:
2x% 4 2x—4=2(x—1)(x +2).
Nu kan vi sa reducere vores udtryk til

2x2+2x-4  2(x-1)(x+2)
x-1 x—1

=2(x+2)=2x+4.



To ligninger med to ubekendte: Indtil videre har vi kun betragtet én ligning med
en ubekendt (ofte x) ad gangen. Det er ikke altid muligt at lose en ligning med flere
ubekendte, men hvis vi har lige sa mange ligninger som ubekendte, sa er det ofte
muligt at lese dem. Vi vil her betragte to forskellige metoder til at lese sddanne
ligningssystemer; substitutionsmetoden og lige store koefficienters metode. Vi vil primaert
holde os til to ligninger med to ubekendte men i kurset Lineer Algebra vil I leere hvordan
flere ligninger med flere ubekendte effektivt kan leses.
Vi vil lese de folgende to ligninger med to ubekendte

2x+y+3=2y-4 (1)
4x+2 =5y (2)
forst ved substitutionsmetoden og derefter ved brug lige store koefficienters metode.
I substitutionsmetoden starter vi med at isolere den ene af de ubekendte variable i
en af ligningerne. Hvis vi starter med at isolere x i (1)), fas
2x+y9+3=2y-4o2x=y-7

y—7
S X = —.
T

Det udtryk kan vi sa indsaette i (2) sa vi far én ligning med en ubekendt som vi kan lase

-7
4x+2:5y(:)4-y7+2:5y

©2y-14+2=5y
& -12=3y
oy=-4

Indseaetter vi y = -4 1 (2) far vi

4x+2=5-(-4) = 4x+2=-20

S 4dx =-22
oy 222
4

_ 11
cxX=7

hvilket betyder at losningen til vores to ligninger med to ubekendte er x = =t og y = —4.
Bemaerk, at vi kunne ogsa have indsat y = -4 1 (1).

Idéen i lige store koefficienters metode er igen at omskrive de to ligninger til én
ligning med en ubekendt, som vi godt kan lese og sa derefter indseette den variabel, vi
har fundet i en af de to givne ligninger, sa vi igen har én ligning med én ubekendt bare
med den anden ubekendte variabel.

Fra (1)) har vi, at 2x+y + 3 = 2y — 4, og ganger vi med 2 pd begge sider, fas ved at
4x + 2y + 6 = 4y — 8. Vi husker, at vi gerne ma traekke noget fra pa den ene side af en
ligning, sa leenge vi traekker det samme fra pa den anden side. Det betyder, at hvis vi
treekker 4x + 2y + 6 fra pa den ene side i (2) sa kan vi traekke 4y — 8 fra pa den anden



side, uden at a@ndre ved vores lighed. Det giver

4x+2-(4x+29+6)=5y—(4y-8) = 4x+2—-4x-2y—-6=5y -4y +8
©-4-2y=y+8
& -12=3y
oy=-4

Grunden til, at vi gangede (1)) med 2 for vi trak den fra (2), var for at f4 det samme til
at std foran x i begge ligninger. Det medforte, at alle x’erne gik ud med hinanden i (2,
og vi fik derfor én ligning med en ubekendt, som vi godt kunne lese. Vi mangler stadig
at finde x, men det kan vi gore ved at indseaette y = —4 i enten (1) eller (2] og sa isolere x.
Indseetter vi y = —41 (2) far vi

4x+2=5-(-4) o 4x+2=-20
& 4x =-22
-11

ox=—.
T

Det betyder at losningen til vores to ligninger med to ubekendte er x = =11 og y = —4.

Facit angive ofte pa formen (x;y) = (_—;1;—4)



