20. Kursusgang: Vektorer i rummet 1

Vi er nu kommet til at studere 3-dimensionelle vektorer, som vi kan teenke pd som
vaerende punkter i et 3-dimensionalt koordinatsystem. Vi noterer en sddan vektor ved

4

X1 X2
Regneregler: Lad i/ = [yll og V= {}12}, sa har vi har felgende regneregler for vektorer

21 22
i rummet.
X1 Xz- X1 x£Xp
L V= |y1|£|v2|=|92£22|
A Zy | 21tz
X1 cxq
2. cit=c|yy|=|cy1 | hvisceR.
VA Czy |

3. Lengden af i noteres ||if]| og er givet ved ||if]] = y/x} +y7 + 27

Hvis vi far givet to punkter i vores koordinatsystem A = (x1,v;,21) og B = (x2,v,,2))
og vi gerne vil bestemme vektoren fra A til B, sd er den givet ved

Xy — X1
V2—¥11-

22— 21

—

AB =

Det betyder, at hvis O er origo i vores koordinatsystem og A = (x,v, z), sd er vektoren
fra origo til A givet ved
x-0 b
y-0]=|v].
z

z-0
Vi kalder vektoren der gar fra origo til A for stedvektoren til A. Da vi kun er interesseret
i leengden og retningen for en vektor og ikke de to punkter den gar mellem, sa vil

—
OA =

—
vi altid teenke pd en vektor som varende stedvektoren. Bemark, at OA og A har de
samme koordinater, og derfor kan man bade teenke pa en vektor som et objekt med en
leengde og en retning, men ogsa som et punkt i et koordinatsystem.

Eksempler:

3 7
2} og v = [1] og udregn il + v og v — il
4 2

1. Lad ' =




Vi benytter regneregel 1. og far

(3] [7] [3+7] [10]
w+v=|2|+|1|=|2+1|=|3 |
(4] [2] |4+2] | 6]
(71 [3] [7-3] [4]
v-u=|1|-|2|=|1-2[=]|-1].
(2] 4] |2-4] |-2]
1
2. Lad i =|2| og udregn 3is:
3

Vi benytter regneregel 2. og far

R

2

3. Lad if = 2} og udregn ||i]]:

1
Vi benytter regneregel 3. og far

il = V22+22+12=V4+4+1=V9 =3,

X1 X2
Prikprodukt: Vi definerer prikproduktet mellem to vektorer it = |y; | og 7 = |y, | til

21 22
at veere

21 22

X1 [*2
U=y |- |v2| = X122+ 9192 + 2120, (1)

Bemeerk, at prikproduktet af to vektorer er et tal og ikke en vektor og at de ikke kan
ganges sammen, man prikker dem sammen (sa prikken mellem de to vektorer er ikke
et gangetegn, men tegnet for et prikprodukt)!

Ved at benytte prikproduktet kan vi udregne vinklen 6 mellem to vektorer if og v’
ved brug af formlen

v
0s(0) = ——. (2)
izl
Hvis prikproduktet i7- 7'= 0, s& har vi at
cos(0) =0,

hvilket betyder at 0 er lig enten 7 eller 37" Hvis vinklen mellem to vektorer er 7 eller

32", sa siger vi, at de to vektorer er ortogonale (vinkelrette). Dermed har vi at

w1iv hvis og kun hvis w-v=0,

hvor I betyder at i og ¥’ er ortogonale.



Krydsprodukt: Det neeste vi vil betragte er krydsproduktet af to vektorer. Hvis

X1 X2
V1|08 V= i %)

21 22

W= sa er krydsproduktet af if og v givet ved

91 22|] [gqet|¥r 22
Z1 2Zp _Zl ZZ_
- 1 Zy—2
- 21 2y _ 21 2y _ yl 2_ 1y2
uxv=\( = det o |7 [Axe iz (3)
b 2 X1Y2 = V1Xx2
X1 X2 det —xl x2-
Y1 %200 | |y 92

Bemaerk, at krydsproduktet af to vektorer er en vektor, som star vinkelret pa bade i og
V.
Ligesom ved prikproduktet kan vi ogsa benytte krydsproduktet af to vektorer if og
v til at bestemme vinklen i mellem dem ud fra formlen
: |2 x ]|
sin(0) = )
Il

hvor 0 < 6 < nt. Hvis krydsproduktet har norm ||if x ]| = 0, s har vi at
sin(0) =0,

(4)

hvilket betyder at 6 er lig enten 0 eller 7t. Hvis vinklen mellem to vektorer er 0 eller 7,
sa siger vi, at de to vektorer er parallelle. Dermed har vi at

w||v hvis og kun hvis liZ x ¥]| = 0,

hvor || betyder at i og ¥ er parallelle. Da den eneste vektor der har norm lig med 0 er
nulvektoren, har vi at
w|v hvis og kun hvis Ix7=0.
Derudover har vi at normen af i X v er lig med arealet af det parallelogram der er
udspeendt af if og v, altsd
A=l x ],

hvor A er arealet af det udspaendte parallelogram.

Eksempler:
3 7
1. Lad @=|2|og ¥'=|1| og udregn ir- v og il X V:
4 2
Vi benytter (1) og (3) til at finde henholdsvis prikproduktet og krydsproduktet
3] [7
w-v={2|-{11=3-7+2-1+4-2=21+2+8=31.
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0 0
O} og V= [—1‘ og udregn vinklen mellem i og v
1 0

Vi kan udregne vinklen enten ved at benytte (2) eller (4). Vi veelger at benytte (2),
sa vi finder forst prikproduktet og normen af de to vektorer

2. Lad 7' =

0 0
w-v=|0[-[-1]=0-0+0--1+1-0=0
1 0

il = V02 +02+12=V1 =1
17 = 02+ (-1)2 402 = VI = 1.

Dermed har vi, at

> -

Uu-v 0
oSO = T 11

Dvs. at vinklen mellem i og v er den vinkel, der opfylder at cos(6) = 0 og vi
husker, at det gor 0 = Z eller 6 = 2Z.

3 1
0]logv'=|0
3 1
Vi udregner prikproduktet og krydsproduktet af de to vektorer

3. Lad ' = og bestem om i’ 1 ¥’eller i7 || 7}

31 1

i 7= 0}-{0]_3-1+0-0+3-1—6
3] |1
0-1-3-0] [0

7 3.11.3][()].
3.0-0-1] |0

Da i7- 7= 0 men i x ¥’ = 0, har vi at if og ¥ er parallelle, men ikke ortogonale.



