13. Kursusgang: Differentialregning 1

Differentialregning omhandler at bestemme hzldningen til tangenten for en funktion
f. Vi definerer heeldningen af et punkt til at vere

f'(xo):}llf(l)f(x0+h]1)_f(x0)’ (1)

hvor f’(xg) kaldes differentialkvotienten i punktet (xg, f (xg)). Dette betyder, at vi skal
finde greensen fra bade hojre og venstre.

Motivationen for dette er, at vi tidligere kiggede pa heeldningen for en ret linje, og
hvis vi har en sekant, der gar igennem punkterne (xg, f(xg)) og (xo + h, f (xg + h)) (se
Figur|l)), sa kender vi heeldningen for den. Vi husker at sekantens haldning a er
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Ved at indseette vores to punkter far vi

f(xo+h) - f(xo)
2 :

Idéen er sd, at hvis vi lader h ga mod 0, sa gdr sekantens haldning mod noget der
minder om heldningen for tangenten i punktet (xg, f(x()) og denne graense kalder
vi sa for tangentens heeldning. Hvis differentialkvotienten f’(x) eksisterer for alle x i
domeenet for f, sa siger vi, at f er en differentiabel funktion. Bemzrk, at vi nogle gange
noterer differentialkvotienten som

£ ==L

Figur 1: En sekant i punktet (xg, f(x()) Figur 2: Sekanten ndr h er tet pa 0

Eksempler:



1. Bestem differentialkvotienten af funktionen f(x) =ax+b i xq:

Vi indseetter funktionen i (1)) og far
L flh) = f(x)
h—0 h

Vi kan ikke umiddelbart tage greensen, da vi sa vil dividere med 0. Derfor om-
skriver vi forst og tager dernaest greensen

lim f(xo+h)—f(xo)  lim a(xg+h)+b—(axy+0b)
h—0 h h—0 h
axg+ah+b—axy—Db)

=lim

Dette viser, at f'(xg) = a. Bemaerk, at dette stemmer overens med at vi tidligere
sagde, at heeldningen for en ret linje er a.

2. Vis at funktionen f(x) = |x| ikke er differentiabel i x = 0:
Vi husker, at f(x) = |x| betyder at

) = {x hvis x > 0,

-x hvisx <0.

Vi betragter greensen fra venstre og far

L fOEm-FO) 04k -[0
h—0- h h—0-

hvor den tredje lighed geelder fordi & nermer sig O fra venstre, hvilket betyder at
h er negativ og sa er |h| = —h.

Dernzest kigger vi pa grensen fra hejre og far

L fOEmFO) 0+ -0
h—0t h h—0t h




hvor den tredje lighed geelder fordi h naermer sig 0 fra hojre, hvilket betyder at h
er positiv og dermed har vi |h| = h.

Da grensen i 0 fra hejre ikke er lig med graensen i 0 fra venstre, giver differential-
kvotienten ikke mening i 0, og dermed er f ikke differentiabel i 0.

Regneregler: Vi har folgende regneregler, for ndr der skal findes differentialkvotien-
ten for en funktion.

1. (¢- f)(x)=c- f’'(x), hvor c e R.
2. (f+g)(x) = f(x) £8"(x).

Der findes flere regneregler for at finde differentialkvotienter, som vi vil betragte de
neeste par kursusgange.

Tabel over funktioner og deres differentialkvotient: Folgende er en tabel over de
mest almindelige funktioner og deres differentialkvotienter.

/
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COS X —sinx
sinx COS X
tanx 1 +tan?(x)

Tabel 1: Udvalgte differentialkvotienter.

Eksempler:

1. Differentier funktionen f(x) = 3x>:

Vi benytter regneregel 1. og Tabel[I]til at fa

PP N 3-1 _ g2
f(x)—dx(3x)—3dxx =3-3x""" =9x~“.



2. Differentier funktionen f(x) = cosx:
Vi benytter Tabel [I]og far
fi(x)= 7, Cosx = —sinx.

3. Differentier funktionen f + g hvor f(x) = ¢>* og g(x) = Inx:

Vi har fra regneregel 2. at vi kan differentiere de to funktioner hver for sig, og
ved at benytte Tabel [T] far vi at

d 3, d 3 1
’ Y ) -2 ~1 — X -y
(f+8)(x)=f(x)+g(x) 7.6 T lnx 3e 2
4. Differentier funktionen f(x) = ln(x%):
Vi kan ikke umiddelbart bruge Tabel [1|til at differentiere f(x) pad denne form,
men hvis vi i stedet omskriver funktionen ved hjelp af vores regneregler for den
naturlige logaritme, s far vi

f(x)=In(x3) = %lnx.
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Ved at benytte Tabel [I|nu far vi at

d (1 1d 1 1 1
(x) = —(ZInx)= = —Inx==.- = —,
fx) dx(3 nx) 3dx nx 3 x



