24. Kursusgang: Ubestemte integraler 3

Sidste gang studerede vi, hvordan stamfunktionen findes til et produkt af funktioner.
Hvis dette produkt er pa formen

h(x) = f(8(x)g’(x), (1)

sa kan vi bruge en anden metode til at finde stamfunktionen. Denne metode kaldes
integration ved substitution. Idéen med integration ved substitution er, at substituere
den indre funktion i den sammensatte funktion ud, sa vi ikke leengere har en sammensat
funktion. Derfor setter vi u = g(x) og hvis vi differentierer denne funktion far vi

= =8 W)
Hvis vi nu betragter venstresiden som en brek og isolerer dx, fas
1
g'(x)

Indseetter vi dette i stamfunktionen for A, fas
1

H(x) = Jg’(x)f(g(x)) dx = Jg,(x)f(“)g’(x)

hvor F er stamfunktionen til f. Nu kan vi sa substituere u = g(x) tilbage, hvilket giver
at stamfunktionerne til / er

dx = du.

dusz(u)du:F(u)+c,

H(x) = F(g(x)) +c.

Integration ved substitution er tit nemmere at forsta ved hjaelp af eksempler.

Eksempler:

1. Find stamfunktionerne til h(x) = S5xter’:
Vi folger samme strategi som ovenfor. Hvis vi lader f(y) = ¥ og g(x) = x°, s& har
vi at
h(x) = g'(x)f (8(x))

og vi vil gerne bestemme stamfunktionerne til /1, som er
5
H(x)= J5x4ex dx +c.

Vi seetter nu u = g(x) = x°, differentierer og isolerer dx og far

du 4 1
EZSX @dx:ydu.

Hvis vi indseetter dette i integralet for stamfunktionen far vi at

1
H(x) = J‘Sxéle”ﬂ du = je” du = e".
X

Substituerer vi nu u = x° tilbage, fas

H(x)= e .



2. Find stamfunktionerne til h(x) = xsin(x?):
Hvis vi lader f(y) = siny og g(x) = x2, s& har vi at
1 1
h(x) = xsin(x?) = 2 xsin(x?) = 2¢'(V)f (2(x)

og vi vil gerne bestemme stamfunktionen til /1, som er
H(x) = J_xsin(xZ) dx.

Vi setter nu u = g(x) = x2, differentierer og isolerer dx og far

d—M:Zxc)dx:Ldu.
dx 2x

Hvis vi indseaetter dette i integralet for stamfunktionerne far vi at

1 1 1
H(x) = stin(u)ﬂ du = Ejsinu du = —Ecosu+c.

Substituerer vi nu u = x? tilbage, fas

H(x) = —%cos(xz) +c.

3. Find stamfunktionerne til hi(x) = 4x” cos(x*):

Vi har indtil videre kun betragtet integration ved substitution af funktioner pa
formen h(x) = g’(x)f(g(x)), men i visse tilfeelde er det muligt at benytte integration
ved substitution selv for funktioner der ikke er pa den form. Vi kan dog ikke
garantere at integration ved substitution giver noget nyttigt sa. Derfor md man
nogle gange prove sig frem, og se om man far noget nyttigt ud af det.

Hyvis vi preover at substituere u = x*, sa far vi

1
_ 3 _
T 4x° & —4x3du =dx.

Indsetter vi dette i stamfunktionen for h, far vi

1
H(x) = J4x7cos(u)@ du = jx4cosu dx = Jucosu du.

Vi ser at vi stadig har et produkt af to funktioner, men det kan vi nu integrere
ved brug af delvis integration. Vi saetter f(u) = u og g(u) = cosu, hvilket giver at
f'(u) =1 og G(u) = sinu. Dermed far vi at

Jucosu du :usinu—jsinu du =usinu+cosu +c.

Substituere vi nu u = x* tilbage igen far vi

H(x)= J4x7 cosx* dx = x*sin(x*) + cos(x*) + c.



